Неделя 4

Дифференцирование функции комплексного переменного. Условия Коши–Римана. Аналитические и гармонические функции

Лекция №4
Цель лекции: изучить производную функции комплексного переменного, условия Коши–Римана, понятия аналитической и гармонической функций; научиться проверять дифференцируемость и восстанавливать аналитическую функцию по ее действительной или мнимой части.
1. Производная функции комплексного переменного
Пусть w=f(z) определена в некоторой окрестности точки z₀. Производной функции f(z) в точке z₀ называется предел f′(z₀)=lim(Δz→0) [f(z₀+Δz)−f(z₀)]/Δz. В отличие от функции действительного переменного, при Δz→0 комплексное приращение может стремиться к нулю по бесконечному числу направлений. Поэтому для существования производной предел должен быть одинаковым при любом способе приближения Δz к нулю.
2. Условия Коши–Римана
Пусть f(z)=u(x,y)+iv(x,y), где z=x+iy. Если функция дифференцируема, то ее действительная и мнимая части удовлетворяют условиям Коши–Римана: uₓ=vᵧ,      uᵧ=−vₓ
Если частные производные uₓ, uᵧ, vₓ, vᵧ непрерывны в окрестности точки и условия Коши–Римана выполняются, то функция является дифференцируемой в этой точке f′(z)=uₓ+i vₓ = vᵧ−i uᵧ

3. Аналитическая функция
Функция f(z) называется аналитической в области D, если она дифференцируема в каждой точке этой области. Аналитичность является одним из центральных понятий теории функций комплексного переменного.

4. Гармонические функции
Дважды непрерывно дифференцируемая функция u(x,y) называется гармонической, если она удовлетворяет уравнению Лапласа: uₓₓ+uᵧᵧ=0. Если f(z)=u+iv аналитична, то обе функции u и v гармоничны. При этом u и v называются сопряженными гармоническими функциями.
 5. Восстановление аналитической функции
Если задана действительная часть u(x,y), сначала проверяют ее гармоничность. Затем из условий Коши–Римана находят производные v и интегрированием восстанавливают мнимую часть с точностью до постоянной vᵧ=uₓ,      vₓ=−uᵧ

6. Разобранные примеры
Пример 1. Проверить аналитичность f(z)=z².
Решение: z²=(x²−y²)+i(2xy), uₓ=2x,  uᵧ=−2y,  vₓ=2y,  vᵧ=2x. Условия Коши–Римана выполняются во всей комплексной плоскости. Следовательно, f(z)=z² аналитична, а f′(z)=2z.
Пример 2. Исследовать f(z)=|z|².
Решение: f(z)=x²+y²,   u=x²+y²,   v=0, uₓ=2x, uᵧ=2y, vₓ=vᵧ=0. Условия Коши–Римана выполняются только в точке (0,0), поэтому функция не является аналитической ни в одной области.
Пример 3. Проверить гармоничность u=x²−y².
Решение: uₓₓ=2,   uᵧᵧ=−2,   uₓₓ+uᵧᵧ=0. Функция гармоническая.
Пример 4. Найти гармонически сопряженную функцию для u=x²−y². vᵧ=uₓ=2x  ⇒  v=2xy+φ(x),
vₓ=2y+φ′(x)=−uᵧ=2y  ⇒  φ′(x)=0, v=2xy+C,   f(z)=z²+iC

Контрольные вопросы
1. Дайте определение производной функции комплексного переменного.
2. Почему предел при вычислении производной не должен зависеть от направления Δz→0?
3. Запишите условия Коши–Римана.
4. Как выражается f′(z) через частные производные u и v?
5. Какая функция называется аналитической?
6. Какая функция называется гармонической?
7. Запишите уравнение Лапласа.
8. Что называют сопряженными гармоническими функциями?
[bookmark: _GoBack]9. Как восстановить мнимую часть аналитической функции по действительной части?
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